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Polynome

Wenn wir Potenzen kennen, kénnen wir uns als néchstes daraus Po-
lynome zusammenbauen. Im ganzen Kapitel werden nur nichtnegative
ganze Zahlen als Exponenten vorkommen (also aus Np), so dass als
Basis beliebige (z.B. reelle) Zahlen zuléssig sind.

Ein Term der Form 2", x € R, n € N heiit Monom.

Ein Term der Form
n
g a;z"
i=0

mit n 4 1 Zahlen a; als Koeffizienten heit Polynom (in z).

Das Summenzeichen dient der einfacheren Notation:

n
E arti=ag- 2’ +a -t +ag- 22+ .. . +a, "
i=0

Polynom als code:

program Polynom;
const
n = 3;
var
a: array[0..n] of Real = (4.0, 0.0, 7.0, 15.0);
x: Real = 2.0;
sum: Real;

i: Integer;
begin
sum := 0.0;
for i := 0 to n do
sum := sum + a[i]*x(x*xi);
‘WriteLn (sum ) ;

end.

Wer will kann sich einen effizienteren code iiberlegen.
Beispiele fiir Polynome:

— 1 (nach 0 das Einfachste!)
— Tx+3
— 1523 + 72? + 4 (Es konnen auch Koeffizienten 0 sein)

Der Grad eines Polynoms P (in Zeichen: deg(P)) ist die hochste vor-
kommende Potenz mit Koeffizient ungleich Null — mit Ausnahme von



deg(0) := —oo (,,minus unendlich“). Es gilt also: deg (Z aixi> <n
=0

(kleiner als n, wenn a, = 0 ist). Fiir die Beispiele von eben gilt:

deg(1) = 0, deg(0) = —oo, deg(7x+3) = 1 und deg(15z®+7z*+4) = 3.

Rechenregeln fiir deg: Sei p,, Polynom vom Grad n.

deg(pnpm) = n +m = deg(pn) + deg(pm)

deg(pn + pm) < max{n,m} = max{deg(p,), deg(pm)}
Speziell fiir p,, = 0 soll daher auch gelten:

deg(0 - py,) = deg(0) +m = deg(0)

deg(0 + py,) = max{deg(0),m} =m

Also deg(0) < 0, so dass deg(0) +1 = deg(0) — deg(0) = —oo. Manch-
mal auch deg(0) = —1 in der Computeralgebra.

Addition von Polynomen:
(:U2+2x—|—1) + (:1:2—:1:—1—3) =22°+x+4
Multiplikation von Polynomen:
(:E2—|—2x+1) . (:c2—x+3) =gt + 2%+ 222 + 52 + 3.

Division (mit Rest) geht auch. Im Allgemeinen funktioniert die Division
analog zum schriftlichen Dividieren ganzer Zahlen.

(x4—|—x3—|—2m2+2x—|—4) :(:v2+217—|—1) (IE2—5E+3)—3JZ+1

Division mit Rest bei den natiirlichen Zahlen:

Zun,m € N gibt es eindeutig bestimmte ¢, € N mit » < m,
so dass n = ¢ -m + r. Dann ist ¢ das Ergebnis, r der Rest
der ganzzahligen Division von n durch m.

Jetzt mit Polynomen:

Zu zwei Polynomen N und M mit Koeffizienten aus R gibt
es eindeutig bestimmte Polynome @, R mit Koeffizienten aus
R mit deg(R) < deg(M), so dass N = Q- M + R. Dann ist Q
das Ergebnis, R der Rest der Polynomdivision von N durch
M.



e Wichtige Spezialfille sind die Polynome von kleinem Grad. Im Fall von
deg(P) < 1 heiBt P linear, ist also von der Form P = a -z + b. Diese
kommen z.B. in linearen Gleichungen vor, die die Form

ar +b=0

haben oder sich auf diese Form bringen lassen, und dann leicht zu 16sen
sind (a # 0 vorausgesetzt).

e Im Fall von deg(P) < 2 heiBt P quadratisch, ist also von der Form
P =a-2®>+b-x+c. Dazu gehoren die quadratischen Gleichungen (hier
fira =1)

2?4+ pr+q=0,

p p?
— St/ -
T1/2 5 4 q,

sofern p? > 4q (andernfalls komplexe Lésungen).

mit den Losungen

e Die Nullstellen z; und x5 eines quadratischen Polynoms liefern eine
Zerlequng in Linearfaktoren:

P +pr+q=(r—m1) (x—129).

Entsprechendes gilt auch fiir Polynome hoheren Grades: sei P ein Po-
lynom vom Grad n in z und x; eine Nullstelle von P (also P(x;) = 0).
Dann kann man einen Linearfaktor x — z; abspalten (z.B. durch Poly-
nomdivision):

P(z) = Q) - (x — 1)
mit einem Polynom Q(z) vom Grad n — 1.

Das ist niitzlich: die Nullstellen von P sind nun z; und die Nullstellen
eines Polynoms @) von kleinerem Grad, wir haben das Problem also auf
ein kleineres zuriickgefithrt. Hauptsatz der Algebra: Polynom zerfillt
in Linearfaktoren.

e Polynome P und rationale Funktionen g sind wichtige Klassen von
Beispielfunktionen und dienen als Baukasten, um kompliziertere Funk-
tionen anzunihern (Potenzreihe, Computergraphik, Bildverarbeitung).



Aufgaben

2.1 Lineare Gleichungen — bestimme fiir die folgenden Gleichungen jeweils
alle x, die die Gleichung erfiillen:

Y4-(x—1)=5-(x—2)
b) (x+1)? =22 +20

) i =im 1

d) (z+2) - (z—2)=21

Naja, die letzte Gleichung ist nicht linear in x; wen das stort, der
fiihrt zwischendrin ein y := 22 ein. ..

a

(@]

2.2 Leite die Losungsformel x,/, = —% £ \/ — q der quadratischen Glei-
chung mit Hilfe der so genannten quadmtzschen Erginzung her, d.h.
bringe die Gleichung 2% + px + ¢ = 0 erst in die Form (z +a)?+ 8 =0
und 16se die Gleichung dann nach z auf.

2.3 Bestimme alle z mit z* — 22?2 = 63 — nach Moglichkeit auf zwei ver-
schiedenen Losungswegen.

2.4 Gegeben sind die Punkte A(0]2), B(2/6) und C'(—1|1.5).

a) Konstruiere eine Funktion f(z) = ax?® + bz + ¢, so dass ihr Graph
durch diese drei Punkte verlauft. Wie viele solcher Funktionen
gibt es?

b) Bestimme 7; und gy, so, dass die Punkte D(4|y;) und E(—3|ys)
ebenfalls auf dem Graphen liegen!

2.5 Polynomdivision: Dividiere

a) 2z — 62 + 22 — 2z durch z — 3 und
b) 2° — 2t + 223 — 222 — 8z + 8 durch 2% — 2.

Bestimme alle Nullstellen von x5 — % + 223 — 22% — 8z + 8.
2.6 Berechne (Z x ) x — 1) und stelle damit eine geschlossene Formel

=0

(d.h. ohne Summenzeichen) zur Berechnung von Z o' fiir x # 1 auf,
i=0



2.7

2.8

Stelle Regeln fiir deg(P+@Q) und fiir deg(P-Q) fiir beliebige Polynome P
und @ auf (in Abhéingigkeit von deg(P) und deg(Q)) und gib Beispiele

fiir die verschiedenen Falle an.

Gib eine (Summen-) Formel an fiir die Koeffizienten ¢, des allgemeinen
Produkts zweier Polynome

ni-+n2 ni n2
(Z cka:k) = (Z aixi) . <Z bjxj> .
k=0 i=0 §=0

Insbesondere: Welche Koeffizienten a; und b; werden fiir die Berech-
nung eines ¢, benotigt? Dafiir gibt es mehrere Fille in Abhéngigkeit
von k,nq, und ns. Daher hier eine allgemeine Bemerkung zum Aufga-
benlosen: der Entwurf einer geeigneten Skizze ist oft der wesentliche
Losungsschritt. . .



