9

Abbildungen

Eine Abbildung oder Funktion f : A — B ist eine Relation, bei der es
fiir jedes a € A genau ein b € B gibt, das mit a in Relation steht. Wir
schreiben dann a +— b oder b = f(a).

7.B. konnen wir aus der Tier-Relation aus Kapitel 7 durch Entfernen
von Paaren (bzw. Pfeilen) eine Abbildung machen:

x ‘ Kuh Schaf  Ziege Fisch
f(:z:)\,,l\/[uh“ ZMéah  Mah* ¢

Fiir eine Funktion f : A — B heifit A der Definitionsbereich und B
der Wertevorrat von f. Daher gehtren beide zur Funktion! Daher sind
f(z) =2z mit A=1[0,1],B=Roder A=1[0,1] =Boder A=R =18
drei verschiedene Abbildungen fi, fa, f3!

Der Wertevorrat muss nicht ausgeschopft werden, daher noch ein wei-
terer Begriff: fiir A" C A heifit

f(A) ={f(z),z € A’}

die Bildmenge (auch: das Bild) von A’ (unter f). Fiir A’ = A sind daher
f(A) C B genau die Elemente, die als Bild von f auftreten.

Zu einem b € B ist
f7Hb) :={a€ A: f(a) = b}

die Urbildmenge (auch: das Urbild) von b. Vorsicht: b ist ein Element,
f7Y(b) C A ist eine Menge mit eventuell mehreren oder keinen Elemen-
ten.
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Die Definition 148t sich leicht auf beliebige Teilmengen B’ C B verall-
gemeinern:

B = )

beB’
(Vereinigung aller einelementig definierten Urbilder).
e Es folgen mathematisch anspruchsvolle Begriffe, die allerdings nicht
so kompliziert sind, wie sie klingen. Es sei zu iiberlegen, was diese auf

Deutsch heien kénnten (dabei diirften die Wendungen ,,hochstens/wenigstens/genau
eins® hilfreich sein. . .)

— Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv, wenn gilt:
Vbe B:|f (b)) <1.

d.h. jedes b aus dem Wertevorrat hat hochstens ein Urbild.
— Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, wenn gilt:

Vbe B:|f~ ) > 1.

d.h. jedes b aus dem Wertevorrat hat mindestens ein Urbild.
— Eine Abbildung f : A — B heifit bijektiv, wenn gilt:

Vb e B:|f (b)) =1.
d.h. jedes b aus dem Wertevorrat hat genau ein Urbild.
e Also bijektiv < injektiv und surjektiv < eindeutig.
e Beispiele:

— Die Funktion f : Ny — Ny, f(n) = n + 1, ist nicht surjektiv.
Wir konnen sie aber surjektiv machen durch Beschrankung des
Wertevorrats auf den eigentlichen Bildbereich: Die Funktion g :
No — N={1,2,...}, g(n) = n+1, ist surjektiv. Das funktioniert
immer: Ist f nicht surjektiv, beschrinke den Wertevorrat auf den
Bildbereich — surjektiv.

— Die Funktion f : Ny — Ny, f(n) = |n — 1|, ist nicht injektiv.
Wir konnen sie aber injektiv machen durch Beschrankung des De-
finitionsbereichs: Die Funktion g : N = {1,2,...} — Ny, g(n) =
|n — 1], ist injektiv. Das funktioniert immer: Ist f nicht injektiv,
beschrénke den Definitionsbereich, um Mehrfachwerte zu vermei-
den — injektiv.
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e Aus jeder Abbildung lédsst sich durch Beschriankung des Wertevorrats
und des Definitionsbereichs eine bijektive Abbildung gewinnen.

e Sitze:

— VYU C B: f(f/Y(U)) C U. Das Bild vom Urbild von U ist in U.
f~YU), das Urbild von U, sind alle Punkte, die nach U abgebildet
werden. Daher gilt: f(f~1(U)) C U.

- VYV CA: f7Y(f(V)) 2 V. Das Urbild vom Bild von V enthilt
V. Das Urbild von f(V) enthédlt laut Definition alle Punkte, die
nach f(V') abgebildet werden, also insbesondere V' selbst.

— Ist eine Abbildung bijektiv, so existiert eine Umkehrabbildung:
y=f(), f[fly)=2: [(fl@)=2 wd f(f7(y) =y

e Eine Menge ist abzdhlbar genau dann, wenn eine Bijektion existiert
zwischen M und N. Bijektion ist quasi Nummerierung von M. Beispiel:
Q, die Menge der rationalen Zahlen, ist abzdhlbar. R dagegen ist nicht
abzéhlbar.

Aufgaben

9.1 Ein Rechteck R mit Seitenlingen a und b habe eine Fliche von 10 cm?.
Driicke den Umfang U von R als Funktion von b aus.

9.2 Gib (z.B. als Tabelle) die Und-Verkniipfung als Abbildung B x B — B
an, wobei B := {true, false} die Menge der Wahrheitswerte sei. Ist die
Abbildung injektiv und/oder surjektiv?

9.3 Existieren Abbildungen, die weder surjektiv noch injektiv sind? Gib
gegebenenfalls solche Abbildungen an und veranschauliche sie anhand
einer Skizze.

9.4 Priife die folgenden Funktionen auf Injektivitdt und Surjektivitét:
a) f:7Z — Ny;x +— 2°
b) fIN0—>N0;l"—)£L'2
) f N=>Nl—=lLaz—zx—1flrz>1
d) fZ—-Zx—z—1

C

9.5 Gib jeweils zwei Funktionen von N nach N an, die
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9.6

a) injektiv, aber nicht surjektiv
b) bijektiv sind.

Gib eine bijektive Abbildung f : Ny — Z an.

9.7 Ordnet man jedem auftretenden Funktionswert y einer Abbildung f :

9.8

9.9

A — B die Elemente seiner Urbildmenge f~*(y) zu, so erhilt man eine

Relation. Unter welchen Bedingungen ist diese Umkehrrelation eine
Abbildung?

Die in diesem Fall definierte Abbildung B — A heifit Umkehrabbildung
und wird — etwas leichtsinnig — auch mit f~! bezeichnet.

Die Bijektivitdt kann man gut einsetzen, um zu entscheiden, ob zwei
Mengen gleich viele Elemente haben — dies ist genau dann der Fall,
wenn es eine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt.

e Demonstriere mit ein paar einfachen Beispielen, dass diese Defini-
tion fiir ,kleine* Mengen gut funktioniert.

Im Gegensatz zum intuitiven ,,Zahlen der Elemente* lasst sich das Kri-
terium Bijektivitdt auch auf unendliche Mengen iibertragen:

e Vergleiche mit diesem Kriterium die Menge der geraden Zahlen
mit der der ungeraden Zahlen.

e Gibt es mehr Zahlen die durch 2 teilbar sind, oder mehr, die durch
3 teilbar sind?

Mehr Erstaunliches iiber Bijektionen auf unendlichen Mengen findet
man unter dem Stichwort ,,Hilberts Hotel“, z.B. in der Wikipedia.

Zusatzaufgabe: Zeige, dass auch fiir unendliche Mengen A gilt: |A| #
|P(A)|, d.h., es gibt keine Bijektion zwischen A und P(A).

Tipp: zu einer Bijektion f : A — P(A) konnte man sich die Menge
aller x € A ansehen, fiir die z € f(z) gilt. ..
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