14 Lineare Gleichungssysteme

e Wir wollen lineare Gleichungen in mehreren Unbekannten xzq,...,x,
16sen.

Eine (die i-te Gleichung) hat folgendes Aussehen:
CLZ‘71{L‘1 + ai72x2 + ...+ amxn = bz

mit Koeffizienten a; 1, a;2,...,a;,,b; € R.

Einfaches Beispiel fiir n = 2
21‘1 — Lo = —2

Beschreibt eine Gerade in der (x1, x2)-Ebene durch die Punkte (—1,0)
und (0, 2).

e Um eine eindeutige Losung zu erhalten muss man auf jeden Fall n
Gleichungen fiir n Unbekannte stellen. (Dadurch ist die eindeutige
Losbarkeit aber leider noch nicht garantiert!)

2131 —Ty = —2
Ty +xo = 1

Graphisch suchen wir den Schnittpunkt zweier Geraden:

X2
/2X1-X2= -2
X1+X2=1
I I I I %
| 1\ 1

e Recht einfach lédsst sich das folgende LGS losen

2ZL‘1 —To = -2

3 —
§$2 = 2
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Wir kénnen sofort zo = % ablesen und das in die erste Gleichung ein-
setzen:

4
2y — 5 = —2

was T = —% gibt.

Schon wire es natiirlich, wenn alle unsere LGS in einer solchen Drei-
ecksform vorliegen wiirden. Gliicklicher Weise kénnen wir ein allgemei-
nes LGS leicht in eine solche Form bringen. Diesen Zustand des zweiten
System konnen wir aus dem ersten System leicht herstellen, indem wir
die erste Gleichung mit % multiplizieren und das von der zweiten Glei-
chung abziehen — wir eliminieren mittels der ersten Gleichung z; aus
der zweiten Gleichung.

Wir wollen ein LGS #quivalent umformen (ohne Anderung der Lésungsmenge)
durch folgende Strategie:
— Mittels der ersten Zeile x; aus Zeilen 2. ..n eliminieren

— Mittels der zweiten Zeile x5 aus Zeilen 3...n eliminieren

— Mittels der n — 1-ten Zeile x,,_1 aus Zeile n eliminieren

— Aus dem so entstandenen gestaffelten Dreieckssystem kann man
nacheinander x,,, z,,_1,... 2y und x; ausrechnen.

Eine Komplikation kann auftreten: wenn im Schritt ,x; eliminieren®
der (derzeitige) Koeffizient a;; Null ist, gelingt die Elimination nicht.

In diesem Fall Zeile ¢« mit einer darunter liegenden Zeile vertauschen,
bei der in Spalte i keine Null steht (gibt es keine solche Zeile, gibt es
keine eindeutige Losung des LGS).

Um Schreibarbeit zu sparen und zur Implementierung auf dem Com-
puter ldsst man die z; und das = weg. Speichere nur Koeffizienten a;
und b;.

Beispiel: bei dem linearen Gleichungssystem

Tr1 —XT9 = 2
—ry +xy +r3 = 1
2]71 —T3 = 3
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sieht der Algorithmus so aus:

1 -1 02 1 -1 02
-1 1 1|1 |~ 0 0 1|3
2 0 —-1]3 2 0 —-1/3

1 -1 0| 2 1 -1 0] 2

~ o o0 1 3 |~10 2 —-1]-1

0o 2 —-1|-1 o o0 1| 3

e Wer an dieser Stelle Probleme hat, die Losung abzulesen, kann sich das
einfach wieder als Gleichungssystem hinschreiben:

1 —T9 = 2
21’2 —xr3 = -1
+x3 = 3

gibt 23 =3, 29 =(-1+3)/2=1und z; =2+ 1=3.

Aufgaben
14.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

—X1 —|—2.Z‘2 = 2
21‘1 —To = 2
a) Lose das System zunéchst graphisch.

b) Eliminiere nun mittels der ersten Gleichung das z; in der zweiten
Gleichung

c) Lose das so gednderte System noch einmal graphisch.

d) Berechne schliefllich aus dem geéinderten System die Losung.

14.2 Lose das lineare Gleichungssystem

2(L’1 +2CL’2 —X3 —2134 = -1
4r; +4x9 —3x3 —T4 = 5
3[L‘2 +IL‘3 +ZL‘4 = 1

—21’1 —|—4$2 —|—4.Z'3 —|—2.734 = =2

14.3 Das Losen eines LGS nach dieser Methode benétigt bei n Unbekannten
etwa n?/3 Operationen (Additionen und Multiplikationen). Angenom-
men, unser Rechner schafft 100 Millionen Operationen pro Sekunde —
wie lange braucht er dann fiir ein LGS mit 10, mit 1000, mit 100 000
Unbekannten?
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14.4 Fir Matrizen A € R™*® (d.h. r Zeilen und s Spalten, Koeffizienten aus
R) und B € R**" ist das Matrizprodukt C = A- B € R™" definiert, bei
dem in Zeile ¢ und Spalte j das Skalarprodukt steht aus

e der Zeile 7 von A und

e der Spalte j von B:

s
Ci,j = E CLijk . ka‘.
k=1

Berechne folgende Matrixprodukte:

31\ (4
10 -2

10 4 -1 7

0 3 -2 =31

2 2 6 3 4
4 -1 7 1

(3) -2 =31 0
6 3 4 =2

2 -1 =2 1

4 =3 -1 0

3 1 1 -1

4 4 2 2

14.5 Fiir welche Werte von a ist folgendes LGS losbar? Was sind dann die

a)
b)
-1
1
—4
c)
-1 1
1 0
d)
2
4
0
-2
Losungen?
a1
T
—2.T1

+23§'2 +xr3 = 2
—|—4I2 +3LE3 = 4
-39 —x3 = a
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